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摘　要：欧拉数是二值图像的重要拓扑属性之一．针对现有二值图像欧拉数算法中存在的像素重复检查问题，提出

了一种新的基于四方格计数方法的二值图像欧拉数算法，定义了四方格的四种不同状态，通过四方格之间的状态

转换尽可能避免了像素重复检查，同时利用数量较少的四方格实现二值图像欧拉数的计算以提高算法效率．在不

同类型图像上的实验结果表明，该算法在大多数情况下都要优于其他现有的欧拉数算法．
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１　引言

二值图像（ＢｉｎａｒｙＩｍａｇｅ）是指图像上的每一个

像素只有两种可能的取值或灰度等级，通常用黑白

图像或Ｂ＆Ｗ图像表示．二值图像经常用来描述文

字或者图形，其优点是在计算机中存储时占用空

间少．

二值图像的欧拉数被定义为图像中包含的连通
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分量个数与孔洞数量之差，由于其在图像发生拉伸、

收缩或旋转等变化时保持不变，有很强的鲁棒性，因

此作为一种极其有用的图像特征被广泛应用于模式

识别和计算机视觉领域，如医学图像处理［１］、字符或

数字识别［２３］、缺陷检测等．

在图像处理、尤其是实时图像处理过程中，由于

图像中包含的数据较多，如何快速、准确地计算出图

像的欧拉数显得尤为重要．到目前为止，已经有很多

学者提出了不同类型的计算二值图像欧拉数的方

法［４５］．文献［６］等人提出了利用二值图像一行中连

续前景像素组成的图段数和相邻两行的邻接图段数

计算欧拉数，这种算法对于密度较高和较低的二值

图像较为有效；文献［７］给出了这种算法的另一种证

明方式；文献［８］利用图论中的欧拉公式，简化了

Ｇｒａｙ等人提出的算法，实现了利用数量较少的四方

格计算二值图像的欧拉数．为了进一步提高现有图

像欧拉数算法的效率，本文提出了一种在文献［８］提

出算法的基础上，根据Ｇｒａｙ等人提出四方格计数

的方法，同时利用四方格之间的状态转换减少像素

重复检查次数以提高算法效率．实验结果表明，我们

提出算法的性能在大多数情况下要优于现有算法．

为论述方便，我们用ＢＴ算法表示Ｇｒａｙ提出的

经典四方格计数算法，用ＲＵＮ算法表示Ｂｉｓｈｎｕ等

人提出的利用图段数和邻接图段数计算欧拉数的算

法，用ＧＴ算法表示Ｙａｏ等人提出的利用数量更少

的四方格计算欧拉数的算法，用Ｏｕｒｓ表示本文提

出的算法．此外，本文涉及到的算法都是基于像素间

八邻接关系的．

２　现有算法概述

本文按照惯例，用“１”表示二值图像中的前景像

素（目标像素），而用“０”表示背景像素（非目标像

素）．

２．１　ＢＴ算法

在ＢＴ算法中，为了计算二值图像的欧拉数，需

要统计图像中包含的十种特定模式的２×２像素的

四方格犘１，犘２和犘３数量，分别记为犖１，犖２和犖３，

如图１所示．

在算法实现过程中，只需要对图像从左到右、从

上到下进行扫描，检查到某一个像素狆（狓，狔）时，只

需 要 判 断 当 前 像 素 所 处 的 四 方 格

狆（狓，狔） 狆（狓＋１，狔）

狆（狓，狔＋１）狆（狓＋１，狔＋１
［ ］）是否属于需要统计
的十种特定模式的四方格．如果是需要统计的，则相

图１　ＢＴ算法中需要统计的四方格模式

应计数器累加，如果不需要统计，转而处理下一个像

素．当图像中所有像素处理完毕，很容易可以得到要

统计的三类、十种四方格的数量，根据式（１）就可以

计算得到给定图像的欧拉数．不难看出，如果图像分

辨率为犕×犖像素，则ＢＴ算法总的像素读取次数

为４×犕×犖．

犈＝ （犖１!犖２!２犖３）／４ （１）

２．２　ＲＵＮ算法

２００５年，Ｂｉｓｈｎｕ等人提出利用二值图像中的图

段数和邻接图段数来计算欧拉数的算法．图段是由

在图像某一行中连续的前景像素构成的，一行中可

以有多个图段．图像中图段数犚指的是图像所有行

的图段数的总和．如果相邻两行的不同图段中存在

两个前景像素构成八邻接关系，则构成一个邻接图

段．图像中的邻接图段数ＮＲ指的是图像中所有邻

接图段个数的总和．如图２所示，第一行中有３个图

段，第二行中有３个图段，总的图段数为６；相邻图

段数为４（用椭圆标记）．这种算法需要对图像进行

逐行扫描，获取每一行的图段数和相邻行的邻接图

段数．当图像扫描完毕，可以得到图像中的图段数和

邻接图段数，用式（２）就可以得到给定图像的欧

拉数．

犈＝犚!ＮＲ （２）

图２　ＲＵＮ算法中的图段和邻接图段示例

在图２中，图像的欧拉数犈＝３＋３－４＝２．

ＲＵＮ算法中，在对图像进行逐行扫描时，除了要计

算当前行的图段个数，还需要判断、统计相邻行的邻

接图段数，计算过程比ＢＴ算法稍微复杂一些，但像

素读取次数相对少一些．

７４
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２．３　ＧＴ算法

用ＧＴ算法计算二值图像的欧拉数，首先需要

将给定图像图形化，即将每一个前景像素当作一个

结点，如果相邻的两个结点相互形成八邻接关系，则

在两个结点间添加一条边，这样就得到要最终用来

计算欧拉数的图形．

欧拉定理：设犌是平面图，有犮个连通分支，狏个

结点，犲条边，狉个面，则公式狏!犲＋狉＝犮＋１成立．

通过对图像分析易知，欧拉定理中的连通分支

数即图像中的连通分量数，而“面”包括基本面（狊）、

孔洞（犺）和图形外侧的一个无限面，故面数狉＝狊＋犺

＋１．将狉代入欧拉定理，可得狏!犲＋（狊＋犺＋１）＝

犮＋１，整理后可得犮!犺＝狏!犲＋狊，于是根据欧拉

数的定义可知犈＝犮!犺＝狏!犲＋狊．这里需要注意

的是八邻接欧拉数算法中的基本面为腰长为１的等

腰直角三角形．当结点数、边数和基本面数都被计算

出来，用公式犈＝狏!犲＋狊就可以得到给定图像

的欧拉数．

为了计算图像对应图形中的结点数狏，边数犲和

基本面数狊．按照文献［８］的分析，只需要对图像进

行逐行扫描，统计图像中包含的三种特定四方格模

式犘１，犘２和犘３就可以了，如图３所示．图像扫描方

法和ＢＴ算法类似，当图像扫描完毕，统计出三种四

方格模式的数量，记为犖１，犖２和犖３，利用公式（３）

就可以得到给定图像的欧拉数．

犈＝犖１－犖２－犖３ （３）

图３　ＧＴ算法中需要统计的四方格模式

３　改进的算法

文献［８］给出的算法中，尽管在扫描图像的过

程中需要统计的四方格数量由十种减少到三种，但

是对于每一个像素来说，仍然需要检查其所在四方

格的四个像素来判断当前四方格是否是需要统计

的．也就是说，对于一个犕×犖像素的图像来说，总

的像素读取次数仍然是４×犕×犖．

然而，这种算法存在像素被重复检查的问题．如

图４所示，当处理当前像素犘１时，我们需要检查像

素犘１ 及其所在四方格的其他三个像素犘２，犘６ 和

犘７，也就是四方格
犘１ 犘２

犘６ 犘
［ ］

７

．接下来处理像素犘２

时，我们需要检查像素犘２及其所在四方格的其他三

个像素犘３，犘７和犘８，也就是四方格
犘２ 犘３

犘７ 犘
［ ］

８

．很明

显，像素犘２和犘７被重复检查了．也就是说，在处理

某一个四方格
狆（狓，狔） 狆（狓＋１，狔）

狆（狓，狔＋１）狆（狓＋１，狔＋１
［ ］）时，

像素
狆狓，（ ）狔

狆狓，狔＋（ ）［ ］
１
已经在处理上一个像素时检查

过了，我们只需要检查像素
狆狓＋１，（ ）狔

狆狓＋１，狔＋（ ）［ ］
１
就可

以得到当前四方格的类型．

图４　现有基于四方格的算法中存在问题示例

为了避免上述像素检查方法造成的像素重复检

查，我们提出利用四方格状态转换来实现．为此，需

要保存像素
狆狓，（ ）狔

狆狓，狔＋（ ）［ ］
１
的状态．由于在二值图像

中像素值只有［０，１］两种，因此我们需要定义四种

状态犛狋１－犛狋４，分别对应像素狆（狓，狔）和狆（狓，狔＋

１）的值为＜０，０＞，＜０，１＞，＜１，０＞和＜１，

１＞，如图５所示，在实际图像处理过程中，我们处理

每一个像素时，只需要检查像素犘狓和犘狔．

图５　提出的算法中定义的状态

通常情况下，由于待处理图像的边缘是背景像

素，所以处理从状态犛狋１开始．如图３所示，由于需要

计数的四方格类型有三种，我们事先设置三个计数

器犆１，犆２和犆３，分别对应需要统计的四方格模式

犘１，犘２和犘３的个数．

（１）如果像素犘狓和犘狔的值为［］０
０
，我们知道当

前四方格为
０ ０［ ］
０ ０

，这种类型的四方格并不需要统

８４
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计，因此我们接下来处理下一像素，这时只需要跳转

回状态犛狋１，下一像素的处理仍然从状态犛狋１开始．

（２）如果像素犘狓和犘狔的值为［］０
１
，我们知道当

前四方格为
０ ０［ ］
０ １

，如图３所示，这种类型的四方格

是需要计数的四方格犘１，对应计数器犆１加１．接下

来我们处理下一像素，由于像素犘狓 和犘狔 的值为

［］０
１
，此时我们需要将状态转到犛狋２，也就是说处理

下一像素时从犛狋２开始．

（３）如果像素犘狓和犘狔的值为［］１
０
，我们知道当

前四方格为
０ １［ ］
０ ０

，这种类型的四方格同样不需要

统计，接下来处理下一像素，由于像素犘狓和犘狔的值

为［］１
０
，此时我们需要将状态转到犛狋３，处理下一像

素时从犛狋３开始．

（４）如果像素犘狓和犘狔的值为［］１
１
，我们知道当

前四方格为
０ １［ ］
０ １

，这种类型的四方格同样不需要

统计，接下来处理下一像素，由于像素犘狓和犘狔的值

为［］１
１
，此时我们需要将状态转到犛狋４，处理下一像

素时从犛狋４开始．

在后续的处理过程中，如果当前状态是犛狋２，我

们同样需要检查像素犘狓和犘狔．

（１）如果像素犘狓和犘狔的值为［］０
０
，我们知道当

前四方格为
０ ０［ ］
１ ０

，并不需要统计，接下来处理下

一像素，只需要跳转到状态犛狋１．

（２）如果像素犘狓和犘狔的值为［］０
１
，我们知道当

前四方格为
０ ０［ ］
１ １

，并不需要统计，接下来处理下

一像素，只需要跳转到状态犛狋２．

（３）如果像素犘狓和犘狔的值为［］１
０
，我们知道当

前四方格为
０ １［ ］
１ ０

，是需要计数的四方格犘３，对应

计数器犆３加１，接下来处理下一像素，只需要跳转到

状态犛狋３．

（４）如果像素犘狓和犘狔的值为［］１
１
，我们知道当

前四方格为
０ １［ ］
１ １

，是需要计数的四方格犘２，对应

计数器犆２加１，接下来处理下一像素，只需要跳转到

状态犛狋４．

对于状态犛狋３和犛狋４，可以类似地按照上述方法

处理．当所有像素处理完毕，我们可以得到四方格

犘１，犘２和犘３的数量犆１，犆２和犆３，利用公式（３）很容

易得到给定图像的欧拉数．

４　实验结果

为了测试提出的算法的正确性和有效性，我们

采用四种不同类型的图像（自然图像、医学图像、纹

理图像和人工图像）对算法进行测试，并把我们算法

的运行结果与ＢＴ算法、ＲＵＮ算法及ＧＴ算法进行

比较．

实验测试图像包括下载自加利福尼亚大学、东

京大学和哥伦比亚大学等国外高校图像数据库的

５０幅自然图像、７幅纹理图像、２５幅医学图像及４

幅人工图像（如棋盘状、螺旋状等）．所有测试图像分

辨率均为５１２×５１２像素．测试平台为台式机（Ｉｎｔｅｌ

Ｃｏｒｅｉ５３４７０ＣＰＵ＠３．２０ＧＨｚ，４ＧＢ内存，操作系

统ＵｂｕｎｔｕＬｉｎｕｘ），编译器为ＧＮＵＣｃｏｍｐｉｌｅｒ（版

本４．６．１）．为保证实验结果的准确性，所有计算图

像的欧拉数的程序均被运行５０００次，取平均值作

为实验结果．

从测试结果可以看出，对于所有图像，我们提出

算法的测试结果与另外三种算法测试结果一致．图

６给出了部分测试图像（一幅自然图像和一幅医学

图像）的测试结果，包括欧拉数和各种算法执行时间

（ｍｓ）．

Ｅｕｌｅｒｎｕｍｂｅｒ：－３４７　　　　Ｅｕｌｅｒｎｕｍｂｅｒ：－１２８６

ＢＴ：１．４３　ＲＵＮ：１．２５　　　ＢＴ：１．８４　ＲＵＮ：１．６９

ＧＴ：１．１５　Ｏｕｒｓ：０．８０　　　ＧＴ：１．４７　Ｏｕｒｓ：１．１９

９４
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Ｅｕｌｅｒｎｕｍｂｅｒ：－１２６　　　　Ｅｕｌｅｒｎｕｍｂｅｒ：３１

ＢＴ：１．２７　ＲＵＮ：０．９１　　　ＢＴ：１．２７　ＲＵＮ：０．７６

ＧＴ：１．０２　Ｏｕｒｓ：０．６４　　　ＧＴ：１．０１　Ｏｕｒｓ：０．６０

图６　部分实验图像测试结果

四种算法在不同类型图像的最长、最短和平均

执行时间的测试结果如表１所示．从表１可以看出，

对于所有的自然图像、医学图像和纹理图像，在计算

欧拉数时，不论是最长时间（Ｍａｘ．）、最短时间

（Ｍｉｎ．）还是平均时间（Ｍｅａｎ），本文算法的执行时

间的都小于ＢＴ算法、ＲＵＮ算法和ＧＴ算法．
表１　四种算法在测试不同类型图像时算法的最长、

最短以及平均执行时间 ｍｓ

算法 ＢＴ ＲＵＮ ＧＴ Ｏｕｒｓ

自然图像

Ｍａｘ． １．８６ １．６９ １．５０ １．２０

Ｍｅａｎ １．４２ １．０７ １．１４ ０．７７

Ｍｉｎ． １．１０ ０．６１ ０．８９ ０．５１

医学图像

Ｍａｘ． １．４７ １．０７ １．１８ ０．８０

Ｍｅａｎ １．２９ ０．９２ １．０３ ０．６５

Ｍｉｎ． １．１７ ０．７５ ０．９６ ０．５９

纹理图像

Ｍａｘ． １．７３ １．６６ １．３５ １．０４

Ｍｅａｎ １．３８ １．３５ １．０９ ０．７７

Ｍｉｎ． １．００ １．０４ ０．８３ ０．５１

人工图像

Ｍａｘ． １．１１ １．０３ ０．８６ ０．５０

Ｍｅａｎ ０．７０ ０．６７ ０．５３ ０．３２

Ｍｉｎ． ０．２７ ０．２４ ０．２２ ０．１３

５　结束语

为了解决二值图像欧拉数的快速计算问题，本

文提出了一种新的二值图像欧拉数的算法．在本文

的算法中，利用数量更少的四方格模式来计算，同

时，应用被处理的四方格间的状态转换，大大减少了

像素重复检查的次数，将算法中总的像素读取次数

降低为图像像素数量的两倍．实验结果表明，本文的

算法对被测的四种类型图像的欧拉数计算结果均与

ＢＴ算法、ＲＵＮ算法及ＧＴ算法得到的结果一致，

而且对于所有被测图像来说，本文算法的性能优于

现有的ＢＴ算法、ＲＵＮ算法及ＧＴ算法．在算法实

现过程中，我们发现在对图像进行逐行扫描、检查每

个四方格来计算图像欧拉数时，在图像的垂直方向

上仍然存在像素重复检查的现象．所以在接下来的

工作中，笔者将对算法进行优化和改进，以期得到性

能更好的二值图像欧拉数算法．
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